
Université Paul Sabatier 2ème année de Liene2009/2010Examen deMéthodes Analytiques pour la Physique2ème sessionMerredi 30 juin 2010, 14h15, durée : 2 heures
EEEAuun doument érit ni alulatrie ne sont admis. Les téléphones portables doiventêtre éteints et ne pas �gurer sur la table. Le sujet omporte trois pages. Les quatre exer-ies sont indépendants. EExerie 1Soit deux réels quelonques notés a et b. On onsidère la matrie A suivante :

A =









−1 0 −2 0
a 3 b 0
−2 0 2 0

0 0 0 3









. (1)a) Rappeler la dé�nition du polyn�me aratéristique d'une matrieB ∈Mn(R). Calulerle polyn�me aratéristique de la matrieA dé�nie en Eq.(1) et montrer qu'il ne dépendpas des paramètres a et b. Déterminer les valeurs propres de A ainsi que leur multipliitéalgébrique.b) Soit B ∈ Mn(R). Donner une ondition néessaire et su�sante sur la multipliitéalgébrique des valeurs propres de B pour que B soit diagonalisable.) Déterminer les veteurs propres de la matrie A ainsi les espaes propres et leur dimen-sion (en fontion des paramètres a et b). Montrer que si la matrie A est diagonalisable,alors les réels a et b véri�ent une relation a = C b ave la onstante C à déterminer.Dans toute la suite, on suppose a = b = 0, alors A diagonalisable.d) Déterminer une base {v1, v2, v3, v4} de veteurs propres de la matrie A et donnerl'expression de U , matrie de passage de la base anonique à ette base de veteurspropres. On désigne par D la matrie diagonale ontenant les valeurs propres de Aomme éléments. Quelle relation existe-t-il entre A et D ? Comment appelle-t-on egenre de relation ?Pour e as préis, il est possible de hoisir la matrie U omme matrie orthogonale.Quelle est la raison pour ça ? Donner un bon hoix de {v1, v2, v3, v4} telle que U est ene�et orthogonale.Désormais on suppose que U est orthogonale.1



e) Caluler U−1, inverse de U .f) En utilisant les questions a), d) et e), aluler An pour n entier naturel quelonque.
EExerie 2On veillera de préiser les manipulations appliquées aux déterminants, par exemple :�C1 ← C1 +C2� si on ajoute la olonne 2 à la olonne 1. Pour la notation du déterminanton pourra utiliser det(· · · ) = | · · · | si (· · · ) représente une matrie à ondition d'évitertoute onfusion ave les valeurs absolues.a) Pour A ∈ Mn(R), rappeler l'expression du déterminant de A obtenue en dévelop-pant par rapport à une ligne (ou une olonne) de A, en dé�nissant la(les) notation(s)importante(s) dans e développement.b) Déterminer le réel t tel que

det









1 2 3 t

2 3 5 1
3 4 5 2
4 5 6 3









= −10.) Soit a, b et c trois salaires quelonques. Caluler le déterminant ∆ dé�ni i-dessouset l'érire sous forme fatorisée.
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.d) Soit x un salaire quelonque et Dn le déterminant de la matrie An ∈Mn(R) dé�niepar Aij = x si |i− j| = 1 et Aij = 0 si i = j ou |i− j| ≥ 2.a. Caluler D1 et D2.b. Établir la relation de réurrene de Dn en fontion de Dn−2.. En déduire l'expression de Dn en fontion de n.
EExerie 3Soit V ≡ C∞(R∗

+,R), l'espae vetoriel sur R des fontions in�niment dérivables de R
∗

+vers R. On onsidère l'équation di�érentielle linéaire suivante, pour x > 0 :
ψ′′(x) +

3

x
ψ′(x) +

1

x2
ψ(x) = 0. (2)a) Cherher une première solution de Eq.(2) sous la forme d'une fontion puissane x 7→

xα.b) Rappeler sans démonstration, l'équation di�érentielle véri�ée par le Wronskien W deEq. (2) et la résoudre ave la ondition initiale W (1) = 1.2



) A l'aide du Wronskien déterminé en b), trouver une deuxième solution de Eq.(2).d) Déduire des questions a) et ) l'expression de la solution générale de Eq.(2).
EExerie 4a) Soit f : R → R, t 7→ f(t) une fontion périodique de période T telle que |f(t)|2 estintégrable sur l'intervalle [0, T [. Rappeler (sans démonstration) le développement de

f(t) en série de Fourier omplexe et donner les expressions permettant de aluler lesoe�ients dans le développement de Fourier. Rappeler (sans démonstration) aussi laformule de Parseval que les oe�ients doivent véri�er.b) Soit f : R→ R, t 7→ f(t) la fontion 2π-périodique dé�nie par
f(t) =

{

t si t ∈ [0, π[
2π − t si t ∈ [π, 2π[

.Caluler son développement en série de Fourier omplexe.) En déduire du résultat de la dernière question les valeurs des deux sommes suivantes :
∞

∑

m=1

1

(1 + 2m)4
et

∞
∑

n=1

1

n4
.
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