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EEEAuun doument érit ni alulatrie ne sont admis. Le sujet omporte deux pages.Les trois exeries sont indépendants.
EExerie 1On onsidère lRn[X] le lR.e.v. des polyn�mes de degré inférieur ou égal à n, muni del'addition entre deux polyn�mes habituelle et de la multipliation d'un polyn�me par unréel habituelle.Soit W = {P ∈ lRn[X] / P (i) = 0} où i est le nombre omplexe tel que i2 = −1 et nun entier naturel.1) Montrer que W est un s.e.v. de lRn[X].2) Pour n = 3, trouver une base de W et en déduire que la dimension de W est 2.
EExerie 2On onsidère la matrie A suivante :

A =





1 −1 −1
−1 1 −1
−1 −1 1



 .1) Démontrer que A2 = A + 2 1l3.Pour les deux questions suivantes, on utilisera exlusivement le résultat de la question 1)et auun point ne sera donné pour l'utilisation d'une méthode di�érente.2) Caluler A5.3) Déterminer la matrie B telle que AB = 1l3.
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Exerie 3On onsidère lRn[X] le lR.e.v. des polyn�mes de degré inférieur ou égal à n, muni del'addition entre deux polyn�mes habituelle et de la multipliation d'un polyn�me par unréel habituelle. On dé�nit l'appliation bilinéaire suivante :
〈. . . | . . .〉 : lRn[X] × lRn[X] −→ lR

(P, Q) 7−→ 〈P |Q〉 = 1√
π

∫

+∞

−∞
e−X2

P (X)Q(X)dX .On admettra que si f est une fontion positive et ontinue sur lR et si ∫

+∞

−∞
f(x)dx = 0,alors f est identiquement nulle sur lR.On donne, pour tout p entier naturel, les résultats suivants :

∫

+∞

−∞

X2p+1 e−X2dX = 0,

∫

+∞

−∞

X2p e−X2dX =
(2p)!

4p p!
.1) Montrer que 〈. . . | . . .〉 dé�nit un produit salaire sur lRn[X].2) On onsidère {1, X, X2}, base anonique de lR2[X]. Montrer qu'elle n'est pas ortho-normale pour e produit salaire.3) Construire une base orthonormale {P0, P1, P2} à partir de la base anonique de lR2[X]par le proédé d'orthonormalisation de Gram-Shmidt.Montrer que les Pj ont pour oordonnées dans la base anonique de lR2[X] :

P0 =





1
0
0



 , P1 =
√

2





0
1
0



 , P2 =
√

2





−1/2
0
1



 .4) Caluler la base duale de {P0, P1, P2} et en donner les oordonnées dans la base ano-nique de lR2[X]∗.
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