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EEEAu
un do
ument é
rit ni 
al
ulatri
e ne sont admis. Les téléphones portables doiventêtre eteints et ne pas �gurer sur la table. Le sujet 
omporte trois pages. Les quatreexer
i
es sont indépendants.
EExer
i
e 1On 
onsidère la matri
e M suivante :

M =





3 1 0
1 0 3
0 3 3



 .1) La matri
e M possède une propriété permettant de déduire sans 
al
ul qu'elle estdiagonalisable. Quelle est 
ette propriété et que peut-on en déduire pour le produits
alaire entre deux ve
teurs propres asso
iés à di�érentes valeurs propres ?2) Déterminer les valeurs propres de M .3) Déterminer les sous-espa
es propres de M . Véri�er la propriété pour les ve
teurspropres trouvée dans la question 1).4) On note P la matri
e exprimant les ve
teurs propres dans la base 
anonique de lR3.Donner une des expressions possibles de P et en 
al
uler l'inverse. Astu
e : Le 
al
ulde l'inverse de P peut être simpli�é en 
al
ulant d'abord P T P ou P T est la matri
etransposée de P .Donner la matri
e diagonale D asso
iée à l'expression 
hoisie 
i-dessus pour P . Quellerelation existe-t-il entre M et D ? Comment appelle-t-on 
e genre de relation ?5) En utilisant la question 4), donner l'expression de Mn en fon
tion de P et D pour
n entier naturel quel
onque (on n'e�e
tuera pas le 
al
ul matri
iel pour avoir Mnuniquement en fon
tion de n).
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Exer
i
e 2 [questions indépendantes℄On veillera de pré
iser les manipulations appliquées aux déterminants, par exemple :�C1 ← C1 +C2� si on ajoute la 
olonne 2 à la 
olonne 1. Pour la notation du déterminanton pourra utiliser det(· · · ) = | · · · | si (· · · ) représente une matri
e à 
ondition d'éviter de
onfusion ave
 les valeurs absolues.1) Pour A ∈ Mn(lR), rappeler l'expression du déterminant de A obtenue en dévelop-pant par rapport à une ligne (ou une 
olonne) de A, en dé�nissant la(les) notation(s)importante(s) dans 
e développement.2) Déterminer le réel t tel que
det









4 t 2 1
6 4 3 2
6 5 4 3
7 6 5 4









= −113) Soit x, y et z trois s
alaires quel
onques. Cal
uler le déterminant ∆ dé�ni 
i-dessouset l'é
rire sous forme fa
torisée.
∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x2 x 1
y2 y 1
z2 z 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.4) Soit x un s
alaire quel
onque et Dn le déterminant de la matri
e An ∈Mn(lR) dé�niepar Aij = x si |i− j| = 1 et Aij = 0 si i = j ou |i− j| ≥ 2.a. Cal
uler D1 et D2.b. Établir la relation de ré
urren
e de Dn en fon
tion de Dn−2.
. En déduire l'expression de Dn en fon
tion de n.
EExer
i
e 3Soit V ≡ C∞(lR∗

+, lR), l'espa
e ve
toriel sur lR des fon
tions in�niment dérivables de lR∗
+vers lR. On 
onsidère l'équation di�érentielle linéaire suivante, pour x > 0 :

x2ψ′′(x)− 3 xψ′(x) + 4ψ(x) = 0. (1)1) Cher
her une première solution de Eq.(1) sous la forme d'une fon
tion puissan
e
x 7→ xα.2) Rappeler sans démonstration, l'équation di�érentielle véri�ée par le Wronskien W deEq. (1) et la résoudre ave
 la 
ondition initiale W (1) = 1.3) A l'aide du Wronskien déterminé en 2), trouver une deuxième solution de Eq.(1).4) Déduire des questions 1) et 3) l'expression de la solution générale de Eq.(1).
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Exer
i
e 4 [questions indépendantes℄1) Étudier la 
onvergen
e ou non des séries de terme général un dans les 
as suivants (onjusti�era brièvement la réponse et on ne 
al
ulera pas la série en 
as de 
onvergen
e) :
un =

0.000123

n · n−1/5
, un = (n+ 5)−1000/999, un = n42

(

234

235

)n

.2) Donner une formule et les éventuelles 
onditions d'appli
ation de 
ette formule pour le
al
ul du rayon de 
onvergen
e d'une série entière +∞
∑

n=n0

anx
n où (an)n≥n0

est une suitenumérique quel
onque et n0 un entier naturel quel
onque.3) Rappeler (sans 
al
ul) le développement en série entière et le rayon de 
onvergen
e de
x 7→ ex, x 7→ 1/(1 + x), x 7→ ln(1− x).En déduire la 
onvergen
e ou non des séries numériques suivantes et 
al
uler leur valeurdans le 
as où 
ela 
onverge :

sa = −
+∞
∑

n=1

(1− e1/3 )n

n
, sb =

+∞
∑

n=0

(− ln 7)n

n!
, sc =

+∞
∑

n=0

(−7)n

6n
.(i
i : e = 2.71828... est le nombre d'Euler).
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