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Exercice 1. On considère la fonction f : R2 −→ R,

f(x, y) =


x2y

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0),

0 si (x, y) = (0, 0).

a) Étudier la continuité de f en chaque point de R2.

b) Calculer les dérivées partielles de f en chaque point où elles existent.

c) Étudier la différentiabilité de f sur R2 \ {(0, 0)}.

d) Étudier la continuité de
∂f

∂x
en (0, 0).

e) Étudier la différentiabilité de f en (0, 0).

f) Calculer d(1,1)f(h1, h2).

Exercice 2. Soit r : RN −→ [0,∞[ définie par r(x1, . . . , xN) = ‖(x1, . . . , xN)‖ =
√
x2

1 + · · ·+ x2
N .

(En d’autres termes, r(x) = ‖x‖ est la distance du point x à l’origine).

a) Montrer que r est de classe C2 sur RN \ {(0, . . . , 0)} et calculer ∂r

∂xi
et

∂2r

∂x2
i

.

b) Soit f : RN \ {(0, . . . , 0)} −→ R une fonction de classe C2 et radiale, c’est-à-dire telle
qu’il existe une fonction g :]0,∞[−→ R telle que f(x) = g(r(x)) pour tout x. On note

∆f =
∂2f

∂x2
1

+
∂2f

∂x2
2

+ · · ·+ ∂2f

∂x2
N

.

Montrer que g est de classe C2 sur ]0,∞[ et exprimer
∂f

∂xi
,
∂2f

∂x2
i

et ∆f en termes de g et

des dérivées de g (donner la formule la plus simple possible pour ∆f).
c) Soit f(x) = g(r(x)) une fonction radiale, de classe C2 sur RN \ {(0, . . . , 0)} telle que

∆f = 0 sur RN \ {(0, . . . , 0)}. Montrer que rN−1g′(r) est constante sur ]0,∞[.
d) Déterminer toutes les fonctions f radiales, de classe C2 sur RN \ {(0, . . . , 0)} telles que

∆f = 0.

Exercice 3. a) Soit Ω = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x2}. Calculer∫∫
Ω

xy dxdy.

1



b) Soit D = {(x, y) ∈ R2 | 4 ≤ x2 + y2 ≤ 25}. Calculer∫∫
D

ln(x2 + y2) dxdy.

(Ind.: On peut utiliser un changement de variables et passer en coordonnées polaires.)

Exercice 4. Soit a > 0. On considère la courbe (hélice) ~γ : [0, 2π] −→ R3 définie par
~γ(t) = (cos t, sin t, at). Soit Γ son image.

a) Calculer la longueur de la courbe ~γ.

b) On considère la fonction f : R3 −→ R définie par f(x, y, z) = xy + z. Calculer
∫

Γ

fdγ.

c) On considère le champ de vecteurs ~F : R3 −→ R3 défini par ~F (x, y, z) = (−y, x, z2).

Calculer
∫

Γ

〈~F , ~dγ〉.
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